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CLASA a XII-a

1. Fie Pe (C[x] un polinom de grad 2013, avand radacinile x,,x,,...,x,,; In progresie aritmetica,
x, =1 §i x,,; =2012. Aratati c& P(a)+P(b)=0,Ya,beC cu a+b=2013.
Marius Marchitan, Suceava

Solutie: Fie P=a(X —x,)(X —x,)...(X —x,, ) . Cum radacinile sunt in progresie aritmetica
deducem cd 2013 =X, + X553 =X, + Xpgpp =-.- = X097 + X107 - Fi€ a,6€C cu a+b=2013. Atunci
P(a)=a(a-x)(a—x,)...(a=xy,;),lar P(b)=a(b—x)(b—x,)...(b—xy;)=

=a(2013-a—-x,)(2013—a—x,)...(2013—a—x,; ). Cum 2013 —x, =x,, ,,Vi=1,2013, avem
P(b)=a(x,; —a)(xy9, —a)...(x, —a) = (—1)2013 P(a)=—-P(a) sau P(a)+P(b)=0.
Barem:

Scrie P=ar (X =1 ) (X =X, ). (X = X013 ) oo Ip
Observa cd 2013 =X, + X013 = X, F Xygp =ooe T X g7 T X g7 eevereereereemmmmmesieeiesieseeeeese s s saeeeseenes 2p
Obtine P(b)=a(2013—a—x,)(2013=a—1x,)...(2013 =@ = Xy ) ceeeverrremeemmeecmiereieeerieeeieceienees 2p
Finalizare P(a)+P(D)=0 .. ..ccciiiiiiiiiiii e 2p

. D+si '
2. a) Aratati ca rsmx _ tgE +tg£,‘v’xe O,Z .
1+cosx 2 2 2

. 1+si _
b) Calculati 7 =I S te" ' L. e"dx,x e (0,1] sineN
I+cosx 2
lon Bursuc si Daniela Macovei, Suceava
: o 14si 1 i 1 '
Solutie: a) Verificam imediat: S _ T + tg£= tgi +tg£.
I+cosx 14cosx 1l+cosx 2cost X 2 2 2

. 1+si ' : '
b) Conform punctului a) rezulta TSNX v (tg %) e’ + (e") tgf = (e’”tggj . Deducem ca

I+cosx 2
! n-1 n
X X 1 X

I=||letg=|-|etg=| de=—|e'tg=| +C.

J( gz]( gz) n( gzj
Barem:
a) DemonStreaza eGalitatea..........cevieierieriieiieeietietieteteste sttt e sttt et ettt et sa b sseereensensan 3p

, L+
b) Obtine ca [e‘tgfj __Fsmx B e ettt e b e beebeerbe et e e tbeetbeeabeenbearteenres 2p
2 I+cosx

. 1 !
Finalizare / =—(e*tg§j F G et bttt ebe e 2p
n



3. Aratati ca functia f:(1,00) >R definitd prin f(x)= I l_ltdt este injectivi. Care este imaginea
n
functiei?
Supliment G.M. 3/2013

Solutie: Fie g:(1,0) >R, g(r)= o G o primitiva a ei pe (1,00), a carei existenta rezulta din
n

continuitatea functiei g. Atunci G'(7)=g(¢)= ll_t sicum f(x)= G(x2 ) —G(x), deducem ca feste
n

derivabila i f'(x)= g(x2 ) 2x-g(x)= lj;cz —ﬁ :)lcn__xl' Tinand cont ¢i x & (1,00), obtinem ca

f ’(x) >0, deci f'este strict crescatoare pe (l,oo) . Rezulta ca feste injectiva, iar din continuitatea si

monotonia functiei / gdsim cd Im f = (lirrll f(x),lim (x)) . Vom determina mai intai lim f(x).

X—0

1 1
Pentru aceasta sd observam cd —>——,Vre (x,x2 ),Vx € (l,oo) , de unde
Int Inx

x? 2 2 (2) _ 2
f(x)= ;[ lnlxz dt = );ln;,Vxe(l,oo). Cum 11_)11010);111)? = 11})10102: 11 :Xi_t)gzx Y , gisim ci

lim f (x)=o0 . Pentru determinarea lim f (x) vom ardta ca mai intdi ca au loc inegalittile
xX—>

X—0

1 1 1 1 . . . . .. . -
—<—<——+—,Vre(1,3) (*).Prima inegalitate este evidenta, iar a doua este echivalenta
t

tlnt Int t-1 3-
1 2 .

cu —<————,Vre(1,3), adica Int+
Int —t"+4¢-3

2
Lo4H3 5 0,vie(13). Fie

2 _ 2
h(t):lnt+#,te(l,3),deunde h'(t):%+t—2:(t tl) >0,Vre(1,3). Deducem ci / este

crescatoare pe (1,3), deci A(f)> ltinllh(t) =0,V e(1,3). Integrand inegalitatea (*) pe intervalul

z nemca [ T Vi cont .
[x,x ],unde xe(l,\/g),ob‘;mem ca '[tlntdtsf(x)s j(t—1+3—tjdt' In continuare avem:

Xz 1
X = (In(Inz))

j(L+Ljdt= In
t—1 3-t

! :1n2,Vxe(l,\/§),deunde 1irr11 ﬁdtzan si
X X—> n

x? 5 _
t—_lj‘ zlnx _l—hlx_l:ln(x-’-l)(3 x),Vxe(l,\/g),deunde

) t-3 3-x 3-x (3-27)

lim (ﬁ+%jdt =In2. Deducem ci linllf(x)zlnz si Im /' =(In2,).

Barem:

Aratd €@ (X)) > 0,VX € (1,00) .oiiiiiiii et s 2p

ODHNE CA f/@StE TNJECHIVA. ...uvieutieieeitetieie et et et ee e e et e bt e bee e e bt e sseesseesseesseessaeseesseeseesseenseesseesnnas Ip

Deduce ci Im f :(1inllf(x),limf(x)) OO UOPRPRRPRRPNY o
Gaseste 1im f(2) =00 oo L
Aratd ¢ lim f (x)=1In2 si finalizeaza Im f = (IN2,00) ccc.cerveurrerreeeriereieneieeeieceiseeeeeseeeeeennne 2p

NOTA: Orice alti solutie corecti se va puncta corespunztor.



