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CLASA a X-a

1. Pentru fiecare numar complex nenul z consideram multimea 4, = {1 +z+z2 +.+2" /ne N} .

a) Determinati numerele z pentru care A, este multime finita.
b) Cate numere complexe z au proprietatea cd A, are 2013 elemente?

Viadimir Cerbu, Cimpulung Moldovenesc
Solutie.
a) Observimcd 4, =N, deci z=1 nu convine.

Daca 4. este multime finitd, atunci existd r,seN cu r+l<s astfel incat
l+z+2° +..+2 =14+z+2" +..+2z, de unde rezultd 1+z+z" +..+z" """ =0. Inmultind aceasta egalitate
cu -z seobtine z*" =1, adica zeU, (m=s—r>2). Amnotat cu U, multimea radacinilor de ordinul
m ale unitatii.

Dacd zeU,, atunci l+z+z +..+z""'=0 i, grupind termenii cite m, obtinem
l+z+2° +.+2"=1l+z+2°+..+2, unde r este restul impartirii lui » la m. Prin urmare,

A c {1,1+z,1+z+zz, w1z 4o+ z”’"} , deci A. este multime finita.

Numerele cautate sunt z € | JU, \{1}.

m22

b) Daca =2013, atunci A, este multime finita, deci existd me N, m >2, astfel incat z" =1. Fie

m, cel mai mic numar natural cu proprietatea de mai sus.

A

z

Demonstrdm cd A4, = {1,1 +zl+z+2%, 4z 4.+ z'”‘)’l} si atunci |A_,| =m,.

Intr-adevir, pentru n>m, avem 1+z+2> +..+z" =1+z+2z" +..+ 2", unde r este restul impirtirii lui
n la m,, iar pentru 1<r<s<m, avem l+z+z +..+z #l+z+z +..+2z (in caz contrar, obtinem
2" =1 ceea ce contrazice faptul ca m, este minim).
AZ
ordinul 2013 a unitatii.

Numirul radacinilor primitive de ordinul 2013 ale unitatii este (2013)=1200.

=2013 < z°" =1 si z* #1 pentru k=1,2012, adici z este radicind primitiva de

In concluzie,

Barem de corectare:
a) A =N, deci =1 NUCONVINE ......cccoeiiiiiiiiiiiiiiic e e

Dacd 4, este multime finitd, atunci ze U,

Dacd zeU,, , atunci 4, {1,1+ zl4z4+2%, o, 1z 4.+ z”’_'} .................................................... 2p
b) Dacé |4 |=2013, atunci z"” =1. Fie m, cel mai mic numdr natural cu z™ =1 ................... Ip
|Az| =2013 < 2" =1 & zeste radicina primitiva de ordinul 2013 a unitatii si finalizare ...... Ip
. . 2" +1 T+1 4" +1 2" +1
2. Rezolvati ecuatia: i/ * +’§/3 al +k\/ hl =</ * +2, undekeN,k>2.
3 +1 4% +1 5% +1 5 +1

Ilon Bursuc, Suceava
Solutie: Demonstram urmatoarea proprietate:
Demonstram urmatoarea proprietate :



Fie x,x,,.....x, 6(0,1] SAU X, Xy, X, e[l,oo).Dacd k,neN, kn>2,
atunci ’{/xTJr tx, +....+§/Z <klxx,..x, +n—1 cu egalitate daca si numai daca n-1dintre
numerele x,,x,,.....,x, suntegalecu 1.
Daca notam cu P(n) afirmatia de mai sus, atunci P(2) este adevaratd deoarece
{/x_1 +’{/Z <Alxx, +1< ({/x_1 — l)(l —’{/Z ) <0 inegalitate adevdratd (cu egalitate daca si numai daca
x1=1sau x, =1)
Dacd presupunem ca P(r) cu r >2 este adevaratd atunci

x, +&x, +oo+x,, <Yxx,.x, +r—1+
r+l

+ix,, <Hxx,.x,, +r= Y 4x <ixx,..x,, +r cu egalitate daca §i numai daca r-1 dintre
i=1

numerele x,,x,,...,x, suntegale cu I §i xx,..x, =1 sau «x,, =1, adicd r dintre numerele

X, X, 5., X,,, SUnt egale cu 1.

Deci proprietatea P(r+1) este adevarata si prin urmare conform principiului inductiei
matematice P(n) este adevarata pentru orice n>2.
241 _2+1 341 A4l 204 341 4T+ {(0,1],daca,x20

= : : > s €
541 3"+1 4°+1 5"+1s 341 4" +1°5°+1  |[1,0),daca,x<0

In cazul nostru ,deoarece

Deducem ca ecuatia din enunt este echivalenta cu: doud dintre numerele
2°+1 3" +1 4" +1
3414 +175 +1
Barem:

Demonstrarea proprietatii prin inductie matematica (1 punct verificarea in cazul n=2 si 3 puncte pentru
demonstrarea implicatiei). Aplicarea proprietatii in rezolvarea ecuatiei - 3 puncte

sunt egale cu 1, echivalent cu x=0.

3. Fie [AB] diametru in cercul de centru O si C un punct al cercului distinct de A si B. Dacd BC =kAB
si bisectoarea unghiului ¥ABC intersecteazd cercul in punctele B si D, sa se justifice relatia
AD = 4B 1=K

2
Dan Popescu, Suceava
Solutie: [BD este bisectoarea <4ABC = AD =DC = AABD este isoscel cu AD = DC . AABC este
dreptunghic in C = AC = AB~\1-k” (T. Pitagora). ABCD este inscris in cerc =>

AC-BD=AD-BC+ AB-DC (T.Ptolemeu) = AB-\1-k*>-BD = AD-kAB + AB- AD

N . 1-

= BD= %-AD. AABD este dreptunghic in D = AD* = AB* — BD* = AD = AB Tk
Barem:

AC = ABNT =K oo 2p
AC -BD = AD - BC + AB - DC ..o 2p
BD = I D oo 2p

1-k
FINALZATE ...o.eeiieieiieeeee ettt ettt et e s eee et et este e st e e et e e nteeneeeneeenseenneeanenn Ip

NOTA: Orice alta solutie corectd se va puncta corespunztor.



