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CLASA aIX-a

1. Fie a,b €(0,:), astfel ca %+ 2 >4, Sa se demonstreze inegalitatea:
a

axtby ay+bz az+bx, o Vx,y,z€(0,00).

bx+ay by+az bz+ax
Dan Popescu, Suceava

Solutie si barem: Z

ax + by =z (ax+by)2 S (Z(ax+by))2
bx +ay (bx+ay) (ax+by) Z((az +b2)xy+ ab(x’ +by))
b 2( 2 24 ,.2)40 b 2
:(a+ ) (x e )+ (a+ ) (xy+yz+zx),conform inegalititii BERGSTROM........ 3p
2ab(x2 +y +zz)+(a2 +b2) (xy+yz+2x)

Cum x° +y* +z° 2xy+yz+zx, Vx,y,ze R,

(a+b)2(x2 +3° +zz)+2(a+b)2(xy+yz+zx)

Zab(x2 +y° +Zz)+(612 +b2) (xy-i—yz+zx)

_6ab(x2+y2+zz)+(a2+b2—4ab) (xz+y2+22)+2(a+b)2(xy+yz+zx)>

2ab(x2 +y° +zz)—i-(a2 +b2)(xy+yz+zx)

. 6ab(x2 +y° +22)+(a2 +b’ —4ab) (xy+yz+zx)+2(a+b)2 (xy-i—yz+zx)

2ab(x2 +y° +zz)+(a2 +b2)(xy+yz+zx)

6 b 2 2 2 3 2 b2
_2 (x Ty e )+ (a i )(xy+yz+zx):3 , deoarece a” +b> —4ab>0 ... 4p
2ab(x2+y2+zz)+(a2+b2)(xy+yz+zx)

3n+1, dacd n este impar

2. Se considerd functia f/:N—>N, f(n) , numita functia lui Lothar

N g, daca n este par
Collatz. Si se rezolve ecuatia f(f(n)) + f(n)=2013.
sksksk
Solutie: Distingem urmatoarele cazuri:
i) n=4k,keN= f(n)=2k,f(f(n))=k siecuatia devine 3k =2013 < k=671=

= n=2684.



i) n=4k+1LkeN= f(n)=12k+ 4,f(f(n)) =6k +2 si ecuatia nu are nicio solutie.
i) n=4k+2,keN= f(n)=2k+1,1(f(n))=6k+4 siecuatia devine 8k +5=2013,
de unde n=1006.
iv) n=4k+3,keN= f(n)=12k+10,/(f(n))=6k+5. Obtinem 18k +15=2013, de unde
k=111=n=447.
Solutiile ecuatiei sunt n € {447,1006,2684}.

Barem: Se vor acorda cite 2p puncte pentru gasirea fiecarei solutii si 1 punct pentru tratarea cazului
in care ecuatia nu are solutie.

3. Se considera triunghiul ABC ascutitunghic si fie D, E punctele de intersectie ale cercului de
diametru [AB] cu laturile [AC], respectiv [BC]. Notam cu M intersectia dreptelor CO si DE, unde O
este mijlocul segmentului [AB].

a) Sa se demonstreze relatia: £+£ CM =CB +CA.
CE CD

b) Sa se arate ca M este centrul de greutate al triunghiului ABC daca si numai daca
AC* + BC* =34B>.
Cristian Amoraritei, Suceava
Solutie:

@ . + a) Deoarece E, M, D sunt puncte coliniare rezultd ca existd o € (0,1) astfel

incat CM =aCE +(1-a)CD =« -£@+(l—a)C—Da. (1)
CB CA

Vectorii CM si CO = l(@ + @) sunt coliniari, de unde deducem ci 0(g =(1- a)Q =
2 CB CA
a CE + D). 2 Obtinem prin calcul BC + AC o LE =1 si din relatia (1) rezultd
CB c4 CA CE CD CB
BC A \eM = CB + .
CE CD
b) M este centrul de greutate al triunghiului ABC daca si numai daca CM = %(@ + a) &
2 2 4p2
BC + A¢ =3. Din teorema medianei CO* = 2BC +2CA" — 4B .
CE CD 2
Scriind puterea punctului C fata de cercul dat avem:
AB

2 ) 2 )
CE~CB=CD~CA=C02—[TJ o CE-CB=CD.c4=BC +AC 48"

BC AC_, _ BC AC? BC® + AC? — AB’

Obtinem —+—=3¢< + =3 BC*+4C° =3 , ultima
CE CD BC-CE AC-CD 2
relatie fiind echivalenta cu concluzia.
Barem: a) C—M=a~£@+(l—a)QC—A .................................................................. Ip
CB CcA

ODINE Telatia COTULA. .. ...\ttt e e et ettt et e 2p



b) Deduce M centru de greutate < BC + % S TR Ip
2 2 4p2
CO’ = 2BC +2CA" ~ 4B ettt bttt h bt bbbt ekt h e bt bt e bbbt h et et ebe et et na bt ebesn et e Ip
2
. , (ABY
Obtine CE-CB=CD-CA=CO" - TS s Ip
FINALIZATE. ..ottt et ettt ettt et e s teebe et e beebeebeentesaesbeeneenbenbebeeseensenseeseensensenes Ip

NOTA: Orice alta solutie corecti se va puncta corespunztor.



