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CLASA a XII-a
SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE

Problema 1. Fie f : R — R o functie monotona gi F': R — R,

Flz) = /0 oL

Aratati ca daca F' este derivabila, atunci f este continua.

Solutie. Fie f crescatoare si g € R. Atunci limitele laterale, f(xg — 0)
si f(zo+0), ale lui f in z¢ exista, sunt reale si f(zo—0) < f(zo) < f(20+0).
Fie © < . Intrucat f(t) < f(zo —0), 2 <t < o, rezulta ca

/ " Ry dt < (0 — 2) (o — 0).

Prin urmare,

F(x) — F(xo) :/x fo)d <

~ J,‘O—O)
r — X To— X

Intrucit F este derivabils in zo, rezultd ci F'(zo) < f(zo — 0). In mod
analog, F'(xo) > f(xo+0). oo 4 puncte
Deci f(xg —0) = f(xo+0) = f(20). ovovneee 1 punct

Problema 2. Un inel A are proprietatatea (P) daca orice element nenul
se scrie in mod unic ca suma dintre un element inversabil gi unul neinversabil.

(a) Daca in inelul A, 1 + 1 # 0, aratati ca A are proprietatea (P) daca si
numai daca A este corp.

(b) Dati un exemplu de inel cu cel putin doua elemente, care are propri-
etatea (P), dar nu este corp.



Solutie. (a) Daca A este corp si x € A, x # 0, atunci x este inversabil si
x = x + 0; scrierea este unica, deoarece 0 este singurul element neinversabil.
.................................................................. 1 punct
Presupunem ca A nu este corp. Fie x € A, x # 0, un element neinversabil.
Intrucit 1 +2 = (1+2) +0g —1+ 2 = (=14 z) + 0, elementele 1 +
si —1 + x sunt neinversabile — in caz contrar, unicitatea scrierii ar implica

L= 0 2 puncte
Deoarece z =1+ (=1 +x) = =1+ (1 + ), rezulta 1 = —1,

contradictie. ... ... 1 punct
(b) Fie E o multime nevidi si A = (P(E), A,N) inelul partilor lui E. In

acest inel, F este singurul element inversabil. .................... 1 punct

Daca X este o submultime nevida a lui E, atunci £\ X este neinversabil
si X = EA(E \ X). Scrierea este unica, deoarece E este singurul element
inversabil. ... .. 2 puncte

Problema 3. Fie G un grup finit cu n elemente,
H={z:2€Gsiz’=e},

unde e este elementul neutru al lui G, si p numarul elementelor lui H.
Aratati ca:

(a) Card(HNxH) > 2p—n, oricare ar fi x € G, unde tH = {xh: h € H}.
(b) Daca p > 3n/4, atunci G este comutativ.

(c) Dacan/2 < p < 3n/4, atunci G este necomutativ.

Solutie. (a) Intrucat G este grup, rezulti ci [zH| =p. ...... 1 punct
Decin=|G|>|HUzH|= |H|+ |[zH|—|HNaH|=2p—|HNzH]|, de
unde, |HNZH| > 2D — M oo 1 punct

(b) Fiex e Hsiye HNzH. Atunciy =y 'siy=xzh, h € H. Intrucat
xy = x*h = h € H, rezulta cd 2y = (zvy) ' = y 'o~! = yx. Deci  comuta
cu toate elementele din H NaxH. ... .. ... .. i i 1 punct

Intrucat |[H N zH| > 2p —n > 3n/2 —n = n/2, rezulti ci subgrupul
elementelor care comuta cu x are cel putin n/2 elemente. Din teorema lui

Lagrange, rezulta ca x comuta cu toate elementele lui G. ......... 1 punct
Deci H C Z(G), centrul lui G. Prin urmare, |Z(G)| > |H| =p > 3n/4 >
n/2,deci Z(G) = G. ..o 1 punct

(c) Presupunem ci G este comutativ. Dacd z,y € H, atunci (zy)* =
2%y? = e, deci 2y € H. Intrucat H este finitd, rezultd cd H este un subgrup

al Tul G oo 1 punct
Conditia |H| > n/2 forteaza H = G, deci 3n/4 > |H| = |G| = n —
contradictie. ... ... .. 1 punct



Problema 4. Fie f:[—1,1] — R o functie continua, derivabila in 0, si

I(h):/_hf(a:)da:, helo].

Aratati ca:

(a) Existd M > 0, astfel incat |I(h)—2f(0)h| < Mh?, oricare ar fi h € [0, 1].

(b) Sirul (a,)pen-, definit prin a, = > vk |[I(1/k)], este convergent daci
k=1
si numai daca f(0) = 0.

I(h) = 2f(0)h

Solutie. (a) Functia continua ¢ : (0,1] — R, ¢(h) = 3 ,

poate fi prelungita prin continuitate in 0, deoarece

(L(h) —2f(0)h)' f(h) + f(=h) = 2f(0)

iy th) = oy L2 S 110

Prin urmare, ¢ este marginita pe (0, 1]. Fie M = sup{|p(h)| : 0 < h < 1}.

Atunci |I(h) — 2f(0)h] < MAh?, oricare ar fi h € (0,1]; inegalitatea este

evident adevarata si pentru h =0. ......... ... .. ... 3 puncte
(b) Deoarece

11h)] — 21 £(0)[A] < |(h) — 2/ (0)h] < MR, 0<h<1.
rezulta ca

2|f(0)|h — Mh* < |I(h)| < 2|f(0)|h+ MR?, 0<h <1,

de unde
2[f(O) M 2[f(0) M
— <VE|I(1/k)| < + , keN*
Y A W/
.................................................................. 1 punct
Dar
“\ 1 “\ 1
— > — =+/n, ne€N
k n
k=1 k=1
si
kzlk\/E k:Qk ko k=2 F=1  Vk
1
=1+2 1—%)<3, neN............. 1 punct



Tinand cont de aceste inegalitati, rezulta ca:
(1) Daca f(0) = 0, atunci a, < 3M, oricare ar fi n € N*; intrucat sirul

(@n)nen+ este crescator, el este deci convergent. ................... 1 punct
(2) Daca f(0) # 0, atunci a,, > 2|f(0)|\/n — 3M, oricare ar fi n € N*,
deci girul (a,)npen+ €ste nemarginit. .............. . o 1 punct

Remarca. Dubla inegalitate

2(@—\/%><%<2<\/E—\/m>, ke N,

permite incadrarea
41£(0)] (\/n T1- 1) ~3M < a, < 4[f(0)|vVn +3M, neN,

care arata ca sirul (a,)nen+ este marginit daca gi numai daca f(0) =0; intrucat
(an)nen+ este crescator, el este deci convergent daca si numai daca f(0)=0.



