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CLASA a XI-a
SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE

Problema 1. Se considera numerele reale a, b cu b—a? > 0. Determinati
toate matricele A € My(R) astfel incat det(A? — 2aA + bly) = 0.
Solutie. Fie ¢ = /b — a?. Avem

A? —2aA +bly = (A — (a+ic)L)(A - (a —ic)ly)

................................................................. 2 puncte
de unde rezulta ca polinomul caracteristic al lui A are radacina a + ic sau
a — ic. Cum acesta este real, ambele sunt radacini, deci valori
9203 ) 8 2 puncte

Prin urmare polinomul este 2% — 2az + b. Rezulta A? — 2aA + bl, = 0 si
deci tr(A) =2a,det A=b............. 1 punct

In concluzie toate matricile cu proprietatea din enunt sunt de forma

(a—Hc y )
a?—z2—b )
—_— a4 — X

)

unde x ER giy € R L 3 puncte

Problema 2. Fie matricele A, B,C € M,,(R) astfel incat ABC = O, si
rang(B) = 1. Aratati ca AB = O,, sau BC = O,,.

Solutie. Fie K € M,,;(C) si L € M;,(C) astfel incat
KL = B o 2 puncte
Atunci O,, = (AK)(LC) cu AK € M,;(C), LC € M;y,(C). Fie
AK = “(aj,as,...,a,) (unde cu *X s-a notat transpusa lui X) si LC' =
(b1,ba, ..., b,). Deducem

a;by aby <o agrhy,



Daca LC # O, atunci exista 1 <i < n cu b, # 0. Rezulta a; = as =
- =a, =0, deci AK = O,,;. Rezulta ca cel putin una dintre matricele AK

gi LC estenula. ... 2 puncte
In primul caz avem AB = (AK)L = O,,1L = O,, iar in al doilea BC =
K(LC) =KO15 =00 et 1 punct

Observatii. Matricele A, B, C pot fi si nepatratice.
Se poate da si o solutie pe ranguri (folosind teorema lui Frobenius).

Problema 3. Fie f : R — [0,00). Aratati ca f satisface inegalitatea
fx4+vy) > (1+y)f(z) pentru orice z € R si orice y > 0, daca si numai daca
functia g : R — [0, 00) definita prin g(x) = e *g(x), pentru orice x € R, este
crescatoare.

Solutie. Are loc inegalitatea e > 1+, pentru orice yeR. ...1 punct
Presupunem ca functia g este monoton crescatoare pe R. Atunci, pe baza
inegalitatii de mai sus, obtinem:

fla+y) =gz +y) > (1+y)g(x) = (1+y)f(z),

pentru orice x € Rgiorice y > 0. ... 2 puncte
Reciproc, presupunem f(x+vy) > (1+vy)f(x), pentru oricare = € R si oricare
y=>0.

Se verifica prin inductie proprietatea:

flz+nt) = (1+1)"f(z),

pentruoricare z € R, t > 0sin e N. ... ... . il 1 punct
Fie z,z € R, cu x < z. Notam y = z — x. Pentru n € N*, avem:
Y n
- Y V) > e (14 L)' (1+%)

= = y ) > v(14+ 2 — N " n) '
g(z) =) = (z4n- L) 2o (14 4) flo) = g (a)
Rezulta ( )n

(14
9(z) = lim ) g(a) = g(a)
n— o0 e

Deducem ca g este monoton crescatoare pe R.................... 3 puncte

Problema 4. Pentru un numar real pozitiv a, definim girul de numere
reale (z,,), prin 1 = a si relatia de recurenta

Tnt1l =

Ty — —‘, pentru n > 1.
n

Aratati ca sirul este convergent si calculati limita.



Solutie. Are loc proprietatea: pentru oricare n € N*, exista k € N, k >
n, astfel incat xy < % ............................................ 1 punct

Astfel, presupunand ca, pentru un anumit n € N*, am avea x;, > %,
V k > n, ar rezulta

m m 1
Tm+1 = Tn + E (xk—‘rl - xk) =Tn — E %a
k;:n k:n

pentru orice m € N,m > n.
m

Cum lim ) ¢ = oo, am obtine lim a,, = —ooc.
m—0o0 k=n m—0o0
Contradictie ...... ... 3 puncte
Fie ¢ > 0. Consideram N € N* astfel ca % < €. In baza proprietatii
demonstrate, exista N1 > N astfel ca xy, € [0, N%] . Se verifica prin inductie

proprietatea: x, € [0, N%] C [0,¢), pentru oricare n > Nj.
Rezulta ca girul converge la 0, pentru oricare a € R. ......... 3 puncte

Observatie. O demonstratie mai eleganta, dar bazata pe aceeasi idee,
rezultd considerand sirul y, = max(z,, 1)



