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Clasaa X -a

SOLUTII

Problema 1.
Solutie:
a) Prin inmultire cu 2-X-y-z >0 inegalitatea devine :
2-X- 2-y-2 2-7-X X+Yy+12)>2
y , 29z _yg( y+2)
X+Yy y+2 Z+X 3
Din inegalitatea dintre media armonica si media aritmetica avem:

2-x-y_z+2-y-z_x+2-z-x. <x+y.z+y+z_x+z+x

< Y=X-Yy+Y-Z24+2-X
X+Yy y+12 Z+X 2 2 2 y yry

2
X+ : :
Réamane astfel de demonstratca X-y+y-z+2z-x< % care se reduce la inegalitatea

binecunoscutd X-y+Yy-z+2z-X< X% +y? +22,

+4

X2 +4
{t+2}-[t]=t-1<[t]-{t}—[t]-{t} +1=0sau ([t]-1)-({t} 1) =0 si cum {t} #1 urmeaza imediat
4x+4
X“+4

4.x . . .
b) Notam =t,t eR siecuatia devine :

[t]=lel<t<2e1< <2 de unde avem x? —4x <0 cu solutia x€[0,4].

Problema 2.
Solutie:
a) Seimpun conditiile: X+1>0 (1) si y+1>0 (2).

Prima ecuatie a sistemului se scrie succesiv:

x5+y5—(x+y)—2-x2-y2+2=0<:>x5+y5—(x+y)+(x2—yz)z—(x4+y4)+2=0<:>
<:>(x5—x—x4+1)+(y5—y—y4+1)+(x2—y2)2:O<:>

() =( 1) ey(v* )( () =0

& (X -1)-(x=1)+(y* - ) 1)+(x° - 2)2

<:>(x-1)2~(x2 +1) (x+1)+(y-1)° (y2+1)(y+1 ( 2)2 =0 (3)



Conform relatiilor (1) si (2) avem cd X+1>0,y+1>0 deci toti termenii din membrul stang al
ecuatiei (3) sunt pozitivi.
Egalitatea (3) poate avea deci loc numai daca toti termenii sunt nuli. Se obtine sistemul:

(x=1)*-(x+1)=0

(y—1)2 -(y-2|-1) =0 cusolutiile : {);zi;{yx:_ll;{xy::—ll;{iz:i
(x*-y*) =0

Se verificad usor ca toate aceste solutii satisfac si ecuatia a doua a sistemului deci acestea sunt solutiile
finale.

b) Evident k =0. Aratam ca numarul k =1 este bun.

Intr-adevar l+1+1:1 iar daca presupunem ca l+i+...+i:1 CU2<X <..<X_1
2 3 6 X X1
atunci l+1 l+i+...+i =liar 2<4<2-%<..<2-X_ .
2 21 2 x X1

. g . g g e 1 : o
Prin urmare , daca 1 se scrie ca suma de | termeni distincti de forma — atunci 1 se poate scrie si ca
S

suma de |+1 asemenea termeni.
In continuare aratdm ca 1 este singura valoare convenabila pentru k.
Intr-adevar pentru k >2 si numerele naturale 2<g <a, <...<a, au loc inegalitatile:

i+i+ i<i+i+ +i<i+i+ + 1 <

al af  afk a? a2 a2 22 # T (n+1)?
1 1 1 1

<—4+—+ 1

ot =1- <1
1.2 2.3 n-(n+1) n+1
Deci k > 2 este imposibil, ceea ce inceie demonstratia.

Problema 3.
Solutie: Evident cercurile pot fi doar tangente interior si In acest caz distanta dintre centre este
egala cu diferenta razelor. Presupunem cé cercul C, nu este tangent cercului inscris in AABC .

Notam cu M, mijlocul laturii [BC]sicu N, mijlocul medianei [AM,]. Acum deoarece cercul
C, este tangent (interior) cercului inscris de centru | in triunghiul AABC avem :
AM,

—r=1INg sau 2-IN;, =AM, -2-r *
Aplicam teorema medianei in triunghiurile AABC si AIBC si obtinem:
4-AMZ =2.(b%+c?)-a® sirespectiv  4-IMZ =2:(18%+1C?)-a’
Daca I este centrul cercului inscris avem relatiile : IAZ =2 +( p— a)2 , 1B2 =12 +( p —b)2 si
IC? =r®+(p- C)2 si inlocuind mai sus obtinem:

IM2 = 2'r2+2-(p—b)2+2'r2+2'(p—c)2—a2 —r2+4' p2—4- p-b—4. p'c+2-b2+2'cz—a2 3
a - =

4 4
b2+2.¢2-32 _rz+(a+b+c)-(a—b—c)+2-b2+2-c2—a2 3

4 4 4

=r?+ p~(p—b—c)+2



2 2 2 2 .2 2
a—(b+c) +2-b°+2-c“-a -
2 @ (b . =rz+(b_zcj

Aplicdm acum teorema medianei in triunghiul AAIM, si avem

2
4-IN2=2.1A2 +2-IM2 — AM? :2-[r2+(p—a)2}+2-{r2+(b—;cj }Amg

Dar din relatia (*) obtinem 4IN2 =(AM, —2-1)2.
Egaland ultimele doua relatii avem:
2 b—c )
2:-AMZ—4.r-AM, +4-r* =4.r* +2.(p-a) +2'(Tj sau injumatatind obtinem:

(b+c—a)’ +(b—c)’
4

f—

—_— 2 -2 -2—2
b cj c>2b +2-¢c“—a 2 AM, -

AM§—2-r-AMa=(p—a)2+[T

2.b%+2.¢% —a? —(b+c—a)2 —(b—c)2
4

a-(p—a). De aici avem

fe—

<2-r-AM, =

_a-(2b+2c-2a)
4

< 2-r-AM,

2
4.r2. AM2 =a%.(p-a)’ @%-(sz+2c2—a2):a2-(p—a)2 <

& ( p-— b) ( p-— C) . (2b2 +2c2-a? ) =aZ. p ( p— a) si dupd desfacerea termenilor si efectuarea
calculelor ajungem la (b—c)2 ~(b2 +c? —az) =0.

Analog se obtine si relatia (a—c)2 -(a2 +c? —bZ) =0.

Evident ca nici una din expresiile b2 +c?—a’ sau a®+c?—b% nu poate fi nula deoarece ar conduce

la un triunghi cu doud unghiuri drepte sau la un triunghi dreptunghic in care o cateta este egala cu
ipotenuza, deci singura posibilitate este b=c si a=c adica triunghiul AABC este echilateral si

cercul C, este de asemenea tangent la cercul Tnscris.



