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Clasa a Xl —a
SOLUTII

Problema 3.
Solutie.

a) Fie z=1+i-n = z=+/n’+1(cosarctgn+i-sinarctgn)
2018
7208 = (\/n2 +1) -(cos(2018-arctg n)+i-sin(2018-arctgn))

2% = (1+i- n)2018

= Q5 1 Dyyg, Byg €Z $i Dyp5 €7

Rezulta ca: cos(2018-arctgn) = % eQ
n’+1)

7 = (x/n2 +1)2019 (cos(2019-arctgn)+i-sin(2019-arctg n))

27 — (14-n)™"

= Q0 +1Dyp09, g0 €Z i Dy €Z.

sin(2019-arctgn) = 82019

(n2 +1)1009 An?+1
Demonstram ca Vn*+1¢ Q, Vne N

Presupunem ca \/n2—+1=§ p.geNsi (p,q)=1 :>n2+1:q— =q’(n*+1)=p
= q°/ p® fals sau q*=1.
9’=1 =q=1=n*+1=p® =(p-n)-(p+n)=1 =n=0 fals
b) Fie (a,b) 0 pereche de numere reale pentru care
a-(cosx—1)+b® =cos(a-x+b*)-1, VxeR.
Pentru x=x si X=2-7 numerele a si b satisfac egalitatile:
—2-a+b’ =cos(z-a+b”)-1 (1)
b* =cos(2-z-a+b*)-1 =b*<0 = b=0si cos2-7r-a=1=acZ

Egalitatea (1) devine 1-2-a=cosz-a.Cum —-1<cosz-a<l = -1<1-2-a<l = a=0sau a=1.
Perechile sunt: (0,0) si (1,0).

Problema 2.
Solutie. a)
Cazul |
a, > by
_4-a,+3-b, 4-a,+5b, 36-a,+27-b,—28-a,-35-b, 8-a,-8-b, 8

—b —(a,—h
"B 7 9 63 63 63(a” )




Folosind metoda inductiei matematice se demonstreaza ca a, >b,, VneN.

Rezulta ca: a,, @<an, vneN
bn+1=“nT+5'bn>bn, vneN

Prinurmare: b, <b <...<b, <a, <a,, <..<a <3,

Sirul (bn)neN este monoton si marginit = (bn)neN este convergent.
Cazul al Il-lea
a, <by
Se procedeaza ca in cazul |
Cazul al Il1-lea

a=b=a
Rezulta
a,=a,VneNsib =a, VneN = (b)) . esteconvergent.

b) Fie sirul (x,) .. X, =a,-b,.
8
e n+ =_ X,
Rezultd X = EJ
63
8 n
n 4.p +4. X, +5-b
() =ae(gg) %
— =a, =b +|—| X =b,,=
63 63 9
LA(8 4(8Y
=b.,=b+=|—| %X, =2b_ -b==|—1"X%
n+1 n 9 (63 0 n+1 n 9 (63] 0
4 ( 8\
b.-b_ ,=——1| -X
n n-1 9 (63 0
4 (8
bnl_bnzzg'(gJ X
4(8Y
bo—bh=—. = |.x
b, 9[63j :
4
bl_bozg'xo

2 n-1
Rezulta bn=b0+£~x0~ l+£+(£] +[£j
9 63 \63 63



8 Y 28 8Y|.(8Y
o =b,+( ] (20 :an:b0+%-(ao—bo)-|:l—(aJ }(&j (8, -b,)
28

: 28-a, +27-b
lima, =b,+=—-(a, —b) = —2 2
e 0BG (3 ~b) 55

Problema 3.

Solutie. a) Fie a rational.
r
Putem considera a si r de acelasi semn. Atunci a_P gy p, q naturale. Deoarece q/(1+q)" -1
rq

| o a-(1+q) —a P|(1+a)"-1]
pentru orice m natural, rezultd ca numarul q,, = = este natural.
r q
Fiecare termen al progresiei geometrice a-(1+q)", me{0,1,2,3,...} are forma a-(1+q)" =a+q, -r

deci apartine progresiei aritmetice.

Reciproc, fie progresia aritmetica a, a+r,a+2-r,...,a+n-r,..r=0, care contine o progresie

geometrica.
Fie trei termeni ai ei a+k-r,a+l-r,a+m-r, k<l <m care si formeze trei termeni consecutivi ai

progresiei geometrice.
Atunci  (a+l-r) =(a+k-r)(a+m-r) = a-(2:1-k-m)=r-(k-m-1?).
Presupunem ci 2-1-k-m=0 = k-m-12=0 = (k-m)" =(k+m) —4-k-m=4-12~4.1 =0

Prin urmare k =m ceea ce este fals.
Rezulta 2-1-k—m=0.

a k-m-I? .. a .
Cum —=————  rezultd cd — este numar rational.
r 2-l-k-m r

b) Presupunem prin reducere la absurd ca existd o progresie geometrica infinita

- a a-g,a- qz,... cu a>0,g>0, g=#1 din care se poate extrage progresia aritmetica infinita

a-qkl, a-qkz,..., a-qk", a-qk”*l,.... Renotam progresia aritmetica astfel éai,az,...,an,am,....
Avemcd: a +a,,=4a,+4a,, vn (1)
Daca gq<1, pentru n—oo din q" — 0 rezulta a, - 0. Din (1) rezultd a, =a, = q =1, contradictie.
Daca q>1,cum Kk, >k, +1 rezulta

K Kn a, a
qgm™=q"-q =>a,,=4a,-q :>a2+an:a1+an+lza1+an-q:>a—+12a—+q.

n n

Pentru n — o0, a, — oo rezultd q <1 contradictie.



