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BAREM DE CORECTARE ȘI NOTARE 

 

 

Problema 1.  

 

a) √𝑥2 + 𝑦2 − 4𝑦 + 4 = √𝑥2 + (𝑦 − 2)2 = √2(𝑦 − 2)2 = |𝑦 − 2|√2 = (𝑦 − 2)√2 

...............................................................................................................................1,5 puncte 

√𝑥2 + 𝑦2 − 6𝑥 − 10𝑦 + 34 = √(𝑥 − 3)2 + (𝑦 − 5)2 = |𝑦 − 5|√2 = (−𝑦 + 5)√2 

...............................................................................................................................1,5 puncte 

Finalizare rezultat 3√2...............................................................................................1 punct 

 

b) 𝐴10 = √940 = 30,65 …; 𝐴11 = √1133 = 33,66 … ; 𝐴12 = √1344 = 36,66 …;  

𝐴13 = √1573 = 39,66 …  

Trebuie să arătam că 0,66 ≤ 𝐴𝑛 − [𝐴𝑛] < 0,67, ∀𝑛 ≥ 11  

Deoarece 3𝑛 ≤ √9𝑛2 + 4𝑛 < 3𝑛 + 1 rezultă că [𝐴𝑛] = 3𝑛. 

...............................................................................................................................1 punct 

0,66 ≤ 𝐴𝑛 − [𝐴𝑛] < 0,67 ⇔ 

0,66 ≤ √9𝑛2 + 4𝑛 − 3𝑛 < 0,67 ⇔ 

396𝑛 +
662

100
≤ 400𝑛 < 402𝑛 +

672

100
 

...............................................................................................................................1 punct 

Pentru 𝑛 = 10 primele două zecimale ale lui 𝐴𝑛 sunt 65, iar pentru 𝑛 ≥ 11 primele două 

zecimale ale lui 𝐴𝑛 sunt 66. ..................................................................................................1 punct 

  



Problema 2.  

a)  

1

𝑎 + 𝑏 + 1
≤ 1 −

𝑎 + 𝑏

3
+

2𝑎𝑏

15
⇔ 

15 ≤ (15 − 5𝑎 − 5𝑏 + 2𝑎𝑏)(𝑎 + 𝑏 + 1) ⇔ 

...............................................................................................................................1 punct 

0 ≤ 𝑎2(2𝑏 − 5) − 2𝑎(2𝑏 − 5) + 𝑏2(2𝑎 − 5) − 2𝑏(2𝑎 − 5) ⇔ 

0 ≤ 𝑎(𝑎 − 2)(2𝑏 − 5) + 𝑏(𝑏 − 2)(2𝑎 − 5). 

...............................................................................................................................1 punct 

𝑎 − 2 ≤ 0 și 𝑏 − 2 ≤ 0 

2𝑎 − 5 ≤ −1 și 2𝑏 − 5 ≤ −1 

...............................................................................................................................1 punct 

 

b) Se construieşte punctul H  simetricul punctului Z  faţă de punctul M .  

Patrulaterul BHCZ  este paralelogram. 

...............................................................................................................................1 punct 

Conform cazului 𝐿. 𝑈. 𝐿,  ∆𝐴𝐵𝐻 ≡ ∆𝐷𝑁𝑍. 

...............................................................................................................................1 punct 

Conform cazului 𝐿. 𝑈. 𝐿,  ∆𝐸𝐴𝐻 ≡ ∆𝐸𝐷𝑍. 

...............................................................................................................................1 punct 

𝐸𝐻 = 𝐸𝑍, [𝐸𝑀] mediană, obținem 𝐸𝑀 înățime. Deci 𝐸𝑀 ⊥ 𝐻𝑍 iar 𝑚(∢𝐸𝑀𝑍) = 90°. 

...............................................................................................................................1 punct 

 

  



Problema 3.  

Alegerea metodei de reducere la absurd 

...............................................................................................................................1 punct 

Scrierea corectă a negației concluziei 

Presupunem prin reducere la absurd că există 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛 astfel încât pentru orice 

𝑘 ∈ (1, 𝑛] există 𝑗 ∈ [0, 𝑘) astfel încât: 

𝑎𝑗+1 + 𝑎𝑗+2 + ⋯ + 𝑎𝑘  

𝑘 − 𝑗
>

𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑛 

𝑛
= 𝐴. 

...............................................................................................................................1 punct 

În particular pentru 𝑘 = 𝑛, există 𝑛1 astfel încât 
𝑎𝑛+𝑎𝑛−1+⋯+𝑎𝑛1+1 

𝑛−𝑛1
> 𝐴. 

Pentru 𝑘 = 𝑛1, există 𝑛2 astfel încât 
𝑎𝑛1+𝑎𝑛1−1+⋯+𝑎𝑛2+1 

𝑛1−𝑛2
> 𝐴. 

Dacă 𝑛2 > 0, atunci pentru 𝑘 = 𝑛2, există 𝑛3 astfel încât 
𝑎𝑛2+𝑎𝑛2−1+⋯+𝑎𝑛3+1 

𝑛2−𝑛3
> 𝐴. 

…. 

Pentru 𝑘 = 𝑛𝑟,
𝑎𝑛𝑟+𝑎𝑛𝑟−1+⋯+𝑎1 

𝑛𝑟
> 𝐴. 

...............................................................................................................................2 puncte 

(𝑎𝑛 + 𝑎𝑛−1 + ⋯ + 𝑎𝑛1+1) + (𝑎𝑛1
+ 𝑎𝑛1−1 + ⋯ + 𝑎𝑛2+1) + (𝑎𝑛2

+ 𝑎𝑛2−1 + ⋯ + 𝑎𝑛3+1) + ⋯

+ (𝑎𝑛𝑟−1
+ 𝑎𝑛𝑟−1−1 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑟+1) + (𝑎𝑛𝑟

+ 𝑎𝑛𝑟−1 + ⋯ + 𝑎1)

> 𝐴 ∙ (𝑛 − 𝑛1) + 𝐴 ∙ (𝑛1 − 𝑛2) + 𝐴 ∙ (𝑛2 − 𝑛3) + ⋯ + 𝐴 ∙ (𝑛𝑟−1 − 𝑛𝑟) + 𝐴 ∙ 𝑛𝑟 

...............................................................................................................................2 puncte 

𝐴 > 𝐴 fals. Deci presupunerea făcută este falsă, astfel există un număr natural 𝑘 ≤ 𝑛, 

astfel încât fiecare dintre cele 𝑘 numere  

𝑎𝑘 ,
𝑎𝑘−1 + 𝑎𝑘  

2
,
𝑎𝑘−2 + 𝑎𝑘−1 + 𝑎𝑘 

3
, … ,

𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑘 

𝑘
 

este cel mult egal cu 
𝑎1+𝑎2+⋯+𝑎𝑛 

𝑛
. 

...............................................................................................................................1 punct 

 

 

 

 


