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SOLUTII

Problema 1.
Solutie. Consideram functiile:
g:[L+0) >R, g(x)=x*+2-m-x-m-2si h:(-0;1) > R, h(x)=m-x+n.

Avemcd f . este injectivd <> (g este injectiva) si (h este injectivd) si ImgnImh=®

f.. este surjectivd <> Imgulmh=R

(—0; m+n), dacd m>0
Functia h este injectivda <> m=0 si Inh=<{n}, daci m=0

(m+n; +), daci m<0

et

MmN
4

[m—1;+w0), dacia m>-1

Functia g este injectiva <:>—L£1<:>—m£1<:> m>-1silmg= , .
2.a [—(m +m+2);+oo), daci m< -1



Obtinem cd f,, este injectiva <> (g este injectiva) si (h este injectivd) si IngnImh=0®

n

f esteinjectiva <m>-1sim=0 si(m>0si m+n<m-1) < m>0 si n<-1.

m,n

f.. este surjectivi <> Imgulmh=R
f.. este surjectivi <> m>0si m-1<m+n <m>0si n>-1.
In concluzie, f,, este bijectivi <>m>0 si n=-1.



Problema 2.

Solutie. a) Presupunem ca exista un triunghi echilateral ABC astfel Tncat toate varfurile sa aiba ambele
coordonate numere Tntregi. Construim dreptunghiul BMNP (vezi desenul) cu laturile paralele cu axele de
coordonate astfel incat suprafata sa sa includa suprafata triunghiului. Punctele M, N, P au ambele
coordonate numere Tntregi.
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Aria dreptunghiului este numar natural, deoarece BM =|x, —X;|, BP =]y, — Vg| si Xy, Xy, V5. Y € Z,
iar ariile triunghiurilor BMC, ACN, PAB sunt numere rationale, de unde deducem ca aria triunghiului
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ABC este numdr rational. Dar, S,,. = — | =AB, 12=(X,~X;) +(Ys—Ys)" , de unde deducem ca

aria triunghiului ABC este numar irational, contradictie. Presupunerea facutad este falsa, deci nu exista
niciun triunghi echilateral ABC astfel incat toate varfurile sa aiba ambele coordonate numere intregi.

b) Presupunem ca exista un pentagon regulat ABCDE astfel incéat toate varfurile sa aiba ambele
coordonate numere intregi. Construim dreptunghiul MNPQ ca in desenul alaturat in care apar
triunghiurile MAE, ABN, BPC, LDC, L = pr,,D si trapezul dreptunghic EQLD (vezi desenul) care au

ariile numere rationale, aria dreptunghiului MNPQ este numar rational, de unde rezulta ca aria
pentagonului ABCDE este numar rational.
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Fie O centrul pentagonului. Avem S =5-S_,., unde S este aria pentagonului.
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Avem ca Ol = IC~ctg§:E-ctg€, unde I = pry,cO, I =DC, S, =Z-ctg§.



Mai departe calculam ctg% .

Avem ca sinz—ﬂ:sin3l© 2-sin£~cosz:sin£~(3—4~sin2%j© 2~cos%=3—4-sin2%<:>

T 1+\/§

o2-c0sF=4-c0s? L1 4-c052 L -2.c0sL-1=0 cos Z = .
5 5 5 5 5

4
Deducem ca:

o 7T 3+\/§
21_ CcosS g ~ T _3+\/§_(3+\/g)(5+\/§)_20+8\/§_5+2\/g

1_C052% 1_3+£ 5-+/5 20 20 5
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eR/Q , deunde

5-1° T . . .
-ctg T e R/Q), ceea ce reprezinta o contradictie. Prin iurmare,

rezulta cos%e R/Q. Deci, S =

presupunerea facuta este falsa, deci nu exista niciun pentagon regulat care sa aiba toate varfurile cu
ambele coordonate numere ntregi.

Problema 3
Solutie. Din c) deducem ca 3- f (n) divide (3- f (n)+1)- f(2:n), vne N, dar 3-f (n) este relativ
prim cu 3- f (n)+1, vne N, de unde rezultd ca 3- f (n) divide f(2-n), VneN". Prin urmare, avem
cd f(2-n)=k-3-f (n), vn e N” si k numir natural nenul ce depinde de n.
Cum f(2:n)<6-f(n), vne N, rezulta ca

f(2-n)=3-f(n),vneN"si f(2:n+1)=3-f(n)+1, VneN".

Scriind numarul n in baza 2 obtinem n=2%+2% +...+2% cu 0<a <a, <..<a,, de unde rezulta ca
2.n=2%" 4 2% 4 2%
Avemea: f(1)=1, f(2)=3, f(3)=de f(2°+2')=3+3", f(4)=3-1(2)=9e f(2?)=2".
Mai departe, vom demonstra prin inductie, ca pentru orice numar natural m si pentru orice numar natural t,
2" <t<2™t=2%+42%+..42", 0<a <a,<..<a, avemcd f(t)=3"+3%+..+3%.

Evident, din relatiile de mai sus avem ca afirmatia este adevarata pentru m=1.
Presupunem afirmatia adevdrata pentru m si demonstram ca afirmatia este adevaratd si pentru m+1.

Fie numarul natural t, 2™ <t <2™2,
Cazul I. Numairul t este par, t=2-p=2"< p<2™ si deducem ci afirmatia este adevarati folosind

f(2:n)=3-f(n), VneN"§i 2.n=2%"42%" 4 42%"
Cazul al Il-lea. Numirul t este impar, t:2-p+1:>2””1£2-p+1<2””2:>2m£p+%<2m*l:>

= 2" <p<2™. Folosind f(2-n+1)=3-f(n)+1, VneN" i ipoteza inductivd deducem afirmatia

este adevarata.
Inductia matematica este parcursa complet, deci pentru orice numar natural m si pentru orice numar

natural t, 2" <t<2™ t=2%+2%4+..4+2%,6 0<a <a,<..<a, avem cd f(t)=3*+3%+..+3",
adica f (2&‘1 +2% 4. +2% ) =3%+3% +...+ 3™, pentru orice n numar natural nenul si pentru orice sir

crescator 0<a <a,<..<a,. Ultima formula f (2a1 +2% 4.+ 2% ) =3%+3% +..+3" satisface

conditiile ce trebuie sa le indeplineasca functia f.
Prin urmare, dacd neN", n=2%+2%+..+2% (numarul n scris Tn baza 2), atunci

f(n)=f (Zal +2% +...+2f"k):3al +3% 4.4+ 3%,



