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Clasa a XI-a
SOLUTII
Problema 1.
Fie sirurile de numere reale:
(%) .»(3.) . (z,) ., definite astfel:
4

x=3y=52z :7

2 2 2
X, = %”1 s Vo1 = %’1 s Zp = % pentru orice n natural, nenul, n > 1.

n - n - ZV! -

a) Justificati ca sirurile de mai sus sunt corect construite.

b) Studiati convergenta si limita sirului (z,) _ ,unde t, = 1 x,-cos(2"" -arctg3),ne N'.
n

n=1"
c) Existi ne N astfel incat: x, +y, +z, =0 ?
Constantin Ursu, profesor, Galati

a) Observand ca x,,y,,z suntnumere rationale, prin inductie se arata ca x,,y,,z, sunt numere

rationale (daci existd). Presupunem ci existd ne N, n >1 astfel incat

. . 2x ST . .
x,” =1, deci x, =1 sau x, =—1 atunci x, =—2='— = +1, implica x,_, satisface o ecuatie de forma
'xn—l

t*+2t-1=0 (x, , =t) care are A=8= (24/2)?, te R-Q, contradictie. In concluzie, (x,),s este
corect construit. La fel se aratd cd (y,),»,(z,),» sunt siruri corect construite.

b) x, =3 ne aratd ca existd o e (0,%) astfel incat tgar =3, de unde
2x, 2tgar 2x, —tg2a
YHETT T 2 1 .2
x -1 tga-1 x -1 tg2a-1
inductie x, = (—1)""-tg(2""' @) . Calculand ¢, se obtine
(_1)[1

n

=-1g(2a) six, =

.Rezultd cd x, =tg2’-«. Prin

t, = 1 D" g™ @) -cos ") & t, = -sin(2"" -arctg3) . Din
n

1 = = : o
|t”| <— rezultd cd sirul (z,),,, este convergent si are limita 0.
n

¢) Vom folosi cunoscuta propozitie: tga+tgf+tgy=tga-tgf-tgy < a+p+y=kn, ke Z (in
conditiile de existenta ale valorilor tga, tgf,tgy .



In cazul problemei, x, +y, +z, = % Six -y -z = % Exista

a, B, ye (0,%) astfel incat tga=3,tgf =5 si tgy = ; Deci avem

tga+tgf+tgy=tga-tgf-tgy s a+ f+y=kn, ke Z,de unde 2a+23+2y =2k =
=X, +y,+z, =—tg2a—tg2 f—tg2y = (—tg2a)(—tg2 B)(—tg2y) = x, - y, - 2,

Prin inductie se aratd ca x,,, + Y., + Zpo1 = X1 * Yos " Zuss VA 21,n€ N7 Dacd presupunem ca
dne N astfel incatx, +y, +z,=0=x, -y, -z, =0. Deci exista

ne N astfel incat x, =0 sau y, =0 sau z, = 0, care este o contradictie. In concluzie, nu

existine N astfel incat x, +y, +z, =0.

Problema 2.
Se considera S, mul{imea permutirilor definite pe {1,2,3,...,n},ne N',n>1.

Se noteazd cu f, numarul permutdrilor o€ §, ce au exact doud inversiuni si cu p, numarul permutarilor

o'e §, pentru care existd un singur numar i € {1, 2,3,...n —1} astfel incat o'(i) > o '(i+1).

Rezolvati in mulfimea numerelor naturale ecuatia p, =2 +¢,.

a)

b)

Constantin Ursu, profesor, Galati

Daca p, este numdrul permutdrilor '€ S,, n > 1astfel incat exista un singur
ie{l1,2,3,...,n—1}cu proprietatea ca

1 2
o'(i)>o'(i+1) atuncip, =1,0'= (2 1] (unica permutare) . Dacd n>2, numarul permutarilor

o' cu o'(n) =n este egal cu p,_,. Cautam permutarile
o'e S, astfel incat 0'(i) =n; ie {1,2,3,...,n—1} cu i fixat si i sd fie unicul cu aceastd proprietate

1 2 3
atunci o' are forma: o'= J

i-1 @ i+l .. n

. In mod necesar
n

oc'(l)<oc'2)<...<0o'(i—1). Deci trebuie sa alegem i-1 elemente din multimea {1,2,3,...,n-1} si

si le asezam pe pozitiile 7,2,3,...i-1, ce se poate realiza in C'~ moduri. Pentru

n—1
o'(i+1), o'(i+2),..., o'(n) se scriu elementele raimase in ordine crescatoare. Deci obtinem
n—1
relatia de recurentd: p, =p, | + ZC,’:I & p,=p,,+2"" =1, p, =1. Se sumeazi si se obtine
i=1
p,=14242°+..+2""'=n=p =2"-n-1,n>2. o€ S, are exact doud inversiuni dac este
una din urmatoarele variante:

1 2 3

i

i+1

i+2 n
L Ll d
1 2 3 i+1 i+2 I
cuie{l,2,3,...,n-2}
1 23 [ i+1 i+2 n
L Ll d
1 23 i+2 i i+1




1 2 3 ... i i+l j j+1 .. n
c) N |} unde i+I<jsi ie {1,2,..., j—2}.
1 2 3 .. i+l i j+1 j .. n

Numarul de variante de tipul a) este n-2, la fel de tipul b), dar de tipul ¢) numarul de variante este

n—1 — —
S=Y"(j—2) deoarece i€ {1,2,3,...j— 2} atunci § =1+2+3+...+ (n-3) =%2(”3). Deci
j=3
t, = %2(’1_3) +2(n-2)= w . Avem de rezolvat ecuatia:
2"—n—-1= (ntDn=2) +2 e 2" =n*+n+4. Se verifici n=3 solutie si prin inductie de arati ci

pentru n>4 < 2" > n*> +n+4. Deci singura solutie n=3.

Problema 3

Fie punctul D situat in interiorul triunghiului AABC astfel incat : m(<xADB) = m(<ACB)+ 90° si
AB-CD

C-BD’
Problema selectatia de Constantin Ursu, profesor, Galati

AC-BD = AD-BC . Calculati valoarea raportului

Consideram a,b,c,d si 0 afixele punctelor A, B, C, D, &« =m(«xCAD), s = % Din relatia

AC=s-ADseobtine a—c=a-s(cosa+isina)=a-s-e“ (1). La fel se obtine
c—b=s-b-i(cosa+isin)=s-b-i-¢” (2). Din (1) si (2) rezultd

a-b=a-s-e“+s-b-i-e” =s-¢“(a+bi). Calculand ac=b-a(l+i-s-¢*); bc=b-a(l—s-€“) se
deduce ca:
(a=b)c=s-e“(a+bi)c=s(a-c-e“+b-c-i-e*)=s-a-ble"(+s-i-e*)+i-e“(1-5-€%)]=
=s-a-b-e“(1+i). Trecind la module obtinem: |a—b|‘|c| =AB-CD = s-|a|‘|b|\/§: AC-BD\/E. De

. . AB-CD
unde rezulta ca:

=+/2, adica valoarea raportului cerut este V2.



