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SOLUŢII 

  Problema 1.  
Soluţie.  a) Utilizând proprietăţile logaritmilor şi inegalitatea mediilor avem succesiv: 
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încă trei inegalităţi analoage obţinute prin permutări circulare, de unde , prin înmulţirea lor membru cu 

membru, rezultă  
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de unde, prin sumare, rezultă 
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Problema 2.  

Soluţie a) Fie M  mijlocul lui [ ]BC . Atunci: 
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deci ' 'AM B C⊥ , şi analog celelalte doua mediane din B , respectiv C  ale triunghiului ABC  sunt 

perpendiculare pe ' 'C A , respectiv ' 'A B . 
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Problema 3  

Soluţie. a) Din MN MA AD DN= + +
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de unde rezultă concluzia. 

             b) Fie [ ]1 2O O O∈  astfel încât 
1 2O O k OO= ⋅ . Conform punctului a) rezultă că 
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în cazul 1 2R k R= ⋅ , sau 
1 21 2; \ ;

1 1

R k RR k R
P D O IntC O

k k

 − ⋅ + ⋅ 
∈   

+ +   
 ,dacă 1 2R k R≠ ⋅ . 

Cazul 1). Fie 1 2R k R= ⋅  şi 1 2;
1

R k R
P D O

k

+ ⋅ 
∈  

+ 
, adică 1 2

1

R k R
OP

k

+ ⋅
≤

+
. Presupunem determinate 

punctele M şi N  pe cele două cercuri, deci are loc relaţia ( )1 2

1

1
OP O M k O N

k
= ⋅ + ⋅

+

���� ����� �����
. Considerăm 

punctele 'M  şi 'N  astfel încât 1 'O M OM=
����� ������

 şi 2 'O N ON=
����� �����

. Atunci ( )
1

' '
1

OP OM k ON
k

= ⋅ + ⋅
+

���� ������ �����
. Fie 

[ ]'L ON∈  astfel încât 'OL k LN= ⋅ . Rezultă 
1

'
1

PL OM
k

= ⋅
+

 şi 'OL k LN= ⋅ . Triunghiul OLP  

(eventual degenerat) poate fi construit, deoarece are laturile de lungimi OP , 1 2,
1 1

R k R
PL OL

k k

⋅
= =

+ +
. 

Punctele 'M , respectiv 'N  se determină în mod unic din condiţiile ( )
1

' 1 , '
k

OM k LP ON OL
k

+
= + ⋅ = ⋅

������ ���� ����� ����
, 

iar punctele M , respectiv N  se determină în mod unic din condiţiile 1'OM O M=
������ �����

 , 2'ON O N=
����� �����

 şi  

( )1 1' 1O M OM k LP R= = + ⋅ = , respectiv 2 2

1
'

k
O N ON OL R

k

+
= = ⋅ = , deci ( )1 1;M C O R∈ , 

( )2 2N C O R∈ . 
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