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SOLUTII
Problema 1.
Solutie. a) Utilizand proprietatile logaritmilor si inegalitatea mediilor avem succesiv:
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inca trei inegalitati analoage obtinute prin permutdri circulare, de unde , prin inmultirea lor membru cu
membru, rezulta
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b) Fie x, = Z"“’"”&/ 1+k . Deoarece * *“Y1+k >1,Vke N rezultd ca x, >n . Pe de alta parte,
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de unde, prin sumare, rezultd x, <n+l- 1—2; <n+l, deci x, € n;n+l , adica {xn}<l.
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Problema 2.
Solutie a) Fie M mijlocul lui [BC ] Atunci:
AM -B'C'=2 (4B +AC)-(HC' - HE) =~ AC-HC'~ L 4B -HE =2 bccos| Z- 4 |- L eheos| Z-a | =0
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deci AM L B'C', si analog celelalte doua mediane din B, respectiv C ale triunghiului ABC sunt
perpendiculare pe C'A', respectiv A'B".
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b) (HA'+HB'+HC') =HA" +HB" +HC' +2HA'-HB'+2HB"-HC'+2HC"-HA'=
a’+b*+c*+2abcos(7—C)+2bccos(w— A)+2accos (71— B)=a’ +b* +¢* —2abcos C —2bc cos A—
—2acc0sB=a2+b2+c2—(az+b2—cz)—(b2+c2—az)—(c2+a2—b2):0,de unde rezulta cd

HA'+HB'+HC'=0, deci H este centrul de greutate al triunghiului A'B'C".



Problema 3
Solutie. a) Din MN = MA+ AD+ DN si MN = MB + BC +CN , prin inmultirea celei de-a doua relatii
cu k si adunarea lor rezulta (1+k)- MN :(M+k-1ﬁ)+(ﬁ)+k-?0)+(ﬁv+k-ﬁ) =AD+k-BC,
de unde rezulta concluzia.

b) Fie 0€[00,] astfel incdt 00=k-00,. Conform punctului a) rezultd ci
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respectiv ‘OP‘ Zﬁ-HOIM‘—k-‘OzN , adica OP SRI+_kRZ respectiv. OP 2|1k—12|‘ Cum
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punctul O este fix, rezultd ca multimea punctelor P va fi inclusa in discul D(O;Rl;——klész daca
+
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R =k-R,, respectiv coroana circulara D 0O, —)———=2 \IntC O;M , daca R #k-R,.
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Pentru demonstrarea incluziunii inverse, problema revine la determinarea punctelor M € C(OI;RI),
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respectiv N € C(O2 Rz) , cu proprietatea ca Pe [MN], fixat, iar MP=k-PN, Pe D(O;ﬁj
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incazul R, =k-R,,sau Pe D O;RI-i_—kR2 \ IntC 0;u ,daca R #k-R,.
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Cazul 1). Fie R =k-R, s1 Pe D(O;Rl;—kléRZj, adica OPSR‘-F—k'lRZ. Presupunem determinate
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punctele M si N pe cele doud cercuri, deci are loc relatia OP :ﬁ‘(OlM +k-O,N ) Consideram
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punctele M"' si N' astfel incdt OM =OM "' si O,N =ON'. Atunci O—P:ﬁ-(OM#k-O—N'). Fie
+

Le[ON'] astfel incat OL=k-LN'. Rezultd PL:%-OM' si OL=k-LN'. Triunghiul OLP
+

(eventual degenerat) poate fi construit, deoarece are laturile de lungimi OP, PL= le T :%.
+ +
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Punctele M ', respectiv N' se determind in mod unic din conditiile OM '=(k +1)- LP,ON = — OL,

iar punctele M , respectiv N se determind Tn mod unic din conditiile OM '=OM , ON'=O,N si

OM =0OM '=(k+1)-LP=R,, respectiv OZNZON'=%~0L=R2, deci MeC(O;R),

NeC(O,R,) .
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% <OP< Rll-:—kle . Ca si 1n cazul precedent, se poate construi triunghiul OLP cu laturile de
+ +
. R, k-R, . : Dot e g
lungimi OP, PL= 1 OL = i1’ de unde exact ca mai sus, se obtin punctele M ', N', iar 1n final,
+ +

punctele M € C(O;;R), Ne C(O,R,) .



