Concursul Interjudetean de Matematica ““Cristian S. Calude”
Proba pe echipe, clasele IX-XII
6 noiembrie 2011

Solutii

RUNDA alV-a

Problema 1. Pentru un numdr natural 7, prima cifrd a numerelor 2" si 5" este aceeasi. Sa se
afle aceasta cifra.

A

Solutie: Notdm cu a prima cifrd a numerelor 2" si 5", in conditiile problemei. Presupunem

ci numairul 2" are s cifre, iar numirul 5" are ¢ cifre. Atunci a-10°" < 2" <(a—|—1)-10s7l si
a-1071 <5" < (a + 1)~ 1071 Prin inmultirea acestor inegalitati obtinem
a? 10772 <10" < (a + 1)2 1072 sau d’ < 10"+2_(S+t) < (a + 1)2 . Pentru ca

ac{l,2,...9}, avem 1<10™27) 102 5 pny2—(s+1)=1 si a><10<(a+1).

Ultima inegalitate este adevarata pentru a = 3.

Problema 2. Sa se rezolve 1In multimea R xR"xR" sistemul de ecuatii:
y222 + 45272 +9x2y? = 524272
9x? -l—4y2 +272=20
3x— y\/z +z=-2

: : . : . 1 4 9
Solutie: Prima ecuatie se mai poate scrie —+—+—=5. Vom avea

X Z2

<

2 2 2
100=5-20= 1] +[3] +[3] (37 +(29) + 22| = (3+4437 =100, Tnseamni ca
X y Z

1 1 1

avem egalitatea in inegalitatea C.B.S, deci —2:—2:%:>—2:%:%. Cum
3x y Z X y Z

1

—2+—2+—2:5, obtinem

X~y oz

2 2 s .
X =3 y2=2,7"=6= x:esl\/;, y:&tzx/i, Z :&?3\/8, £, €, &3 €{—1,1}. Inlocuind in

a treia ecuatie a sistemului, avem 51\/8 —2&) + 53\/6 =-—2=¢ +e3=0,5 =1. Obtinem

& 5 ﬁ];[@ﬁ,_ﬁﬂ.

solutiile (x, v, z) G{ _T




Problema 3. Fie x, y, u, vER astfel incat x>+ y> =4 si u>+v> =—T+4u+4v. Aflati
minimul i maximul expresiei (x — u)2 + ( y— v)2 .

Solutie: Fie numerele complexe z; =x-+yi, 2, =u+v;. Avem x>+ y2 =4= |z1| =2 si
‘Zz —(2+2i)‘:1. Fie M,, M, imaginile numerelor complexe z; si respectiv z,. Atunci

M, GC(O, 2), M, EC(A, 1) unde A are afixul 2+2i. Cum OA:Z\/§<2+1 , Inseamna

cd cercurile sunt secante, deci minimul cdutat este 0. Maximul expresiei va fi

(0A+1+2)2:(3+2J§)2.

Problema 4. S3a se afle o  primitivd a  functiei I [2, oo) —-R,
6sinx+4cosx)-e* +11
)= Rty
(ex +3sinx+4cosx)
Solutie: Cautim o primitiva F de forma F(x)= asmxtbeosx g obtine
e* +3sin x+4cos x
(acosx—bsinx)(ex—1—3sinx—|—4cosx)—(asinx—l—bcosx)(ex—|—3cosx—4sinx)
F'(x) = 3 =
(ex+35inx+4cosx)
- b)si —b 4a—3b
:>F'(x):e [ (a+b)sinx+(a )cosxz]—i— e . Deoarece F'(x)= f(x), Vx>2,
(ex —|—3sinx—i—4cosx)
a+b=—-6
obtinem sistemul {a—b=4 =a=-—1,b=-5. Asadar, o primitivd a functiei f este
4a—-3b=11

sinx+5cosx

functia F:[2, co) — R, F<x>:_ex+35inx+4cosx.



